Szokefalvi-Nagy Gyula Matematika Emlékverseny LX. esztendd
2023-2024. tanév

I. fordulé
Megoldasok

9. évfolyam

1. Irjuk le egymas mellé 1-t3] kezdéden ndvekvé sorrendben a pozitiv egész szamokat. Mi a
2023. leirt szamjegy?

Megoldas
Az egyjegyli szamokkal 9 szamjegyet irunk le.
A kétjegyli szdmokbol (10-tl 99-ig) 90 van, igy ezek leirdsdhoz 180 szamjegy sziikséges.

A 2023. szamjegy a haromjegyli szamokhoz haszndlt 2023 — 189= 1834. szamjegy. Mivel
1834 = 611-3 + 1, ezért a keresett szamjegy a 612. haromjegyli szdm, azaz a 711 els6
szamjegye, ami a 7.

2. Hany olyan nem egybevagd téglalap van, amelynek keriilete 2024 centiméter, és oldalai
centiméterben mérve egész szamok?

Megoldas

Jelolje x és y a téglalap egy csucsba futd €leinek centiméterben vett hosszat! Ekkor x + y =
1012.

Ha x = 1, akkor y = 1011; ha x = 2, akkor y = 1010, stb. Igy 1011 (x; y) szampar elégiti ki az
egyenletet. Ekkor azonban az x = y = 506 megoldason kiviil minden lehetséget kétszer
szamoltunk, igy 1 + 505 = 506 lehetdség van.

3. Hatarozzuk meg azon polinom egyiitthatdinak dsszegét, amelyet gy kapunk, hogy az
(1 + 7x — 7x2)2023 . (1 4 x6 — x8)2024

kifejezésben elvégezziik a kijeldlt miiveleteket €s az 6sszevonasokat.

Megoldas

Az egyiitthatok osszegét ugy kapjuk meg, hogy a polinom 1 helyen vett helyettesitési értékét
vessziik. Ezt a megadott szorzat alakba helyettesitve is megkaphatjuk:

(1+7-1—7-12)2923 . (1 4 16 — 18)2024 =1



4. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi tort nem egyszeriisithetdé a semmilyen egész értéke mellett.

2a3 + 3a
a’?+1
Megoldas
2a>+3a  2a(a®*+1)+a N
2+1  a2+1 T+

Egy tort pontosan akkor egyszeriisithetd, ha reciproka egyszertisithetd, igy az utdbbi kifejezés

a . . o 77
— reciproka is egyszerisithetd.

pontosan akkor egyszertsithetd, ha

2
a“+1 1
=a+-.

a a

Igy az eredeti tort pontosan akkor egyszerisithetd, ha — tort egyszerisithetd, ami azonban

nyilvan nem egyszerisithetd a semmilyen egész értéke esetén sem.

5. Egy korvonalon folvesziink 2023 kék és 1 piros pontot. Vizsgaljuk az dsszes olyan sokszoget,
amelynek csucsai a felvett pontok koziil valok. A piros cslicsot is tartalmazo, vagy a piros
csucsot nem tartalmazé sokszogekbdl van tobb?

Megoldas

Nevezziik kéknek a csak kék csticsokat tartalmazd, €s pirosnak a piros cstcsot tartalmazo
sokszogeket!

Minden kék sokszoghdz parként hozza tudjuk rendelni azt a sokszdget, amelyet a piros pont
hozzavételével kapunk, igy legaldbb annyi piros, mint kék sokszdg van. Azonban a piros
haromszdgeknek nincs kék parjuk (hiszen csak két kék csticsuk van), igy a piros sokszogekbdl
van tobb.

6. Timi babonas, és minden naptari év elején megnézi, hogy az adott évben hanyszor fordul eld,
hogy valamelyik hénap 13. napja péntekre esik. Lehet-e az élete soran olyan naptari év,
amelyben nincs péntek 13-a? Vegyiikk minden évben az el6forduldé péntek 13-ai napok
darabszdmanak halmazat. Mi lesz ennek a halmaznak a legkisebb fels6 korlatja?

Megoldas
A hét napjait megfeleltetjiik a 7-es maradékosztalyoknak:
legyen hétf6 az 1, kedd a 2, ... vasarnap a 0 maradékosztaly.

Tegyiik fel, hogy az adott évben januar 13-a az x maradékosztalyba esik (0 < x < 6). Ekkor-
a honapok hosszat figyelembe véve- nem szokdév esetében azt kapjuk, hogy februdr 13-a és
marcius 13-a az x+3 maradékosztalyba esik, aprilis 13-a az x+6 osztalyba, majus 13-a az x+1
osztalyba, junius 13-a az x+4 osztalyba, julius 13-a az x+6 osztalyba, augusztus 13-a az x+2



osztalyba, szeptember 13-a az x+5 osztalyba, oktober 13-a az X osztalyba, november 13-a az
X+3 osztalyba, és december 13-a az x+5 osztalyba esik.

Szokoév esetében hasonld szamolassal kapjuk, hogy januar, aprilis €s julius hénapok 13-a az x
maradékosztalyba, februar és augusztus 13-a az x+3 osztalyba, marcius és november 13-a az
X+4 osztadlyba, majus 13-a az x+2 osztalyba, junius 13-a az x+5 osztalyba, szeptember és
december 13-a az x+6 osztalyba, és oktober 13-a az x+1 osztalyba esik.

Ebbdl a felsorolasbol lathatd, hogy minden maradékosztaly el6fordul minden évben, vagyis
nincs olyan év, amelybe ne lenne péntek 13-a.

Az is latszik, hogy minden maradékosztaly legfeljebb haromszor fordul el6 (és van olyan év,
amelyben pontosan 3 darab van), ezért a keresett legkisebb felso korlat a 3.

10. évfolyam

1. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valds szamok halmazan:
x—23+x—22+x—21+x—20_x—2000+x—2001+x—2002+x—2003
2000 2001 2002 2003 23 22 21 20
Megoldas

Az egyenlet mindkét oldalan 4-4 tag van, melyekbdl, ha 1-et 1-et kivonunk mindegyik tag
szamlaloja X — 2023 lesz. Ezt kovetden az egyenletet 0-ra redukalva, majd (X — 2023)-at
kiemelve kapjuk, hogy

1 1 1 1 1 1 1

1
(x - 2023) (2000 2001 " 2002 " 2003 _E_Z_H_E) =0

E kéttényezOs szorzat masodik tényezdje biztosan nem 0, igy ezzel osztva az x — 2023 =0
egyenletet kapjuk, abbol pedig az egyenlet egyetlen megoldasat, ami 2023.

2. Léteznek-e olyan a, b, ¢, d egész szamok, amelyekre a valos szamok halmazan értelmezett
f(x) = ax® + bx? + cx + d harmadfoku fiiggvény az x = 7 helyen 2024, az x = 3 helyen az
1998 értéket veszi f61?

Megoldas

f(7)=343a+49b + 7c +d = 2024

f(3) =27a+9b+3c+d=1998

E kett6t egymasbol kivonva a kovetkezot kapjuk:
f(7) —f(3) =316a + 40b + 4c = 26

A kapott egyenlet bal oldala oszthato 4-gyel, mig a jobb oldala nem, igy nem léteznek ilyen a,
b, ¢ és d egész szamok.



3. Adjunk meg egy olyan egész egyiitthatés egyenletet, amelynek egyik megoldasa V3 + /5.
Megoldas

Legyen x = /3 + /5, ahonnan x2? = 8 + 2+/15.

x? — 8 = 24/15, amit négyzetre emelve x* — 16x% + 64 = 60.

fgy az x* — 16x% + 4 = 0 egyenlet megfelel a feladat feltételeinek.

4. lgazoljuk, hogy ha az
x—a)x—-b)+x—-—b)x—c)+x—c)(x—a)=0
masodfokl egyenletnek két kiilonb6z6 valés megoldasa van!
Megoldas
A zardjelek folbontéasa és rendezés utan az alabbi egyenletet kapjuk:
3x2—-2(a+b+c)x+ab+ac+bc=0

Ennek diszkriminansa D = 4(a + b + ¢)? — 12(ab + ac + bc) = 4a? + 4b? + 4c? —

4ab — 4ac — 4bc = 2(a — b)?> + 2(b — ¢)? + 2(c — a)? = 0, ahol az egyenldség csak a =
b = c esetén teljesiilhet. Ekkor az egyenletnek csak egy valds megoldéasa van. Ez pedig azt
jelenti, hogy a feladat allitasa csak akkor teljesiil, ha a, b és ¢ kozott van két kiillonb6z6.

5. Hatérozza meg az dsszes olyan p primszamot, amelyre 8p? + 1 is primszam.
Megoldas
Ha p = 3, akkor 8p% + 1 = 73, ami primszam.

Hap # 3, akkor p = 3k + 1 alaku (k € Zt), igy 8p? + 1 =8Bk + 1)> + 1 = 72k* +
48k + 9, ami barmely k esetén oszthatd 3-mal, igy nem lehet.

6. Az ABC derékszdgli haromszog beirt kore az AB atfogot a P pontban érinti. Legyen AP = p
¢és PB = q. Fejezziik ki az ABC haromszdg teriiletét p és q fiiggvényében.

Megoldas

a+b+c

Jeldlje r a haromszog beirt korének sugarat. A hdromszog teriilete T = 1 -
c=p+qAC=b=p+7r,BC=a=q+r,ezértT=r(p+q+7).

,ésmivel AB =

Az ABC haromszogre felirt Pitagorasz tétel alapjan (p + q)? = (p + r)? + (g + r)?, ahonnan
a zarojelek felbontasa és rendezés utan pq = r(p + q +r). Igy T = pq.



11. évfolyam

1. Gyoktelenitsiik az alabbi tort nevezojét.

1
V2+V3+VE+ V5
Megoldas
1 1 _ (V2+v3)-(2+V5) _  V2+V3-2-v§

VIR (EREEHE) | (VIE) -(2+vE) | (4r2Ve)-(avE)
(V2+V3-2—V5)(—4+2V6+4V5) _ (V2+V3-2-+5)(-4+2v6+4V5)

(—4+2v8) - (4v5) ~40-166
(V2+vV3-2—V5)(—4+2V6+4V5)(-40+16V6) _ (V2+V3-2—V5)(-4+2V6+45)(—40+16V6)
(-40-16v6)(-40+166) N 64 -
(V2+v/3-2—-v5)(-2+vV6+2V5)(-5+2V6)
4

(V2+v3-2-V5)(V6+2+2V5)(9-4+5)

-4

Megjegyzés: A végeredmény egy masik egyszerlsitett alakja:

2. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan.

0,61092% + (1 3)109236 =3
! 3 15

Megoldas

EIRtE

3 " 15
Legyen a = G

log,x

log,x
) ’ , ekkor az eredeti egyenlet az alabbi alakot 6lti:

1 34
a+-=—
a 15
3, 5
Innen a, =c¢ésa; =7

log,x
3 3 e e ., oy :
(E) =5 ahonnan az exponencidlis fliggvény szigorli monotonitdsa miatt log,x = 1,

ahonnan x = 2.

5
1
ahonnan x = >

log,x
3 2 e rqe . , . , oz .
(—) =3 ahonnan az exponencialis fliiggvény szigori monotonitdsa miatt log,x = —1,

4n+3
13n+2

3. Hany olyan 2023-nal kisebb n pozitiv egész szam van, amelyre a tort egyszertlisithetd?

Megoldas



an+3 . o . 13n+2 -7

o ot pontosan akkor egyszertisithetd, ha a reciproka, azaz LA -
13n+2 3 4n+3
o R o 4n+3 31
egyszeriisithetd. Ez utdbbi viszont pontosan akkor egyszerlisithetd, ha ::—_+7 =4+ —
egyszeriisithetd. Ez csak akkor egyszerlisithetd, han — 7 = 31k (k € Z*), azazn = 7 + 31k.

A feladat feltételébdl dodoan 0 < 7 + 31k < 2023, ahonnan —i <k< % azaz 0 < k <

66. Tehat a feladatnak 66 egész szam tesz eleget.

4. Adjunk meg egy olyan egész egyiitthatds egyenletet, amelynek egyik megoldasa /2 + /3.
Megoldas
Legyen x = V2 + V3, ahonnan kbre emeléssel és rendezés utan x3 — 5 = 3Y12 + 3V/18.

Ezt tjra kdbre emelve kapjuk, hogy x° — 15x® + 75x3 — 125 = 810 + 4863/12 + 4863/18.

A masodik egyenletbdl kivonva az els6 162-szeresét, eltiinnek az irracionalis tagok, s kapjuk,
hogy x® — 15x° — 87x3 + 685 = 810. Ebbdl rendezés utén kapjuk, hogy

x° —15x% —87x3 —125=0

5. Hatarozzuk meg az Osszes olyan n és k természetes szamot, amelyre teljesiil az alabbi

egyenlet.
(1) =n*

Megoldas

A k=0 és a k=1 esetben minden n pozitiv egész szam megoldas. Ha k > 2, akkor érvényes az
alabbi egyenldtlenség:

ny nn-1D)n-2)...(n—k+1) n-n-..on_n
(k) = A ST k"

Eszerint egyenldség nem allhat fenn (Z) és n* kozott, ha k > 2. A megoldas tehat k € {0; 1}

ésn € N*.

6. Van-e olyan derékszogli haromszog, amelynek a,bés c oldalhosszaira teljesiil az
a3 + b3 = ¢3 egyenldség?

Megoldas

A feladat feltétele csak tgy teljesiilhet, ha ¢ az atfogd. Ekkor az a® + b3 = ¢3 egyenldség
mindkét oldalat osszuk el ¢3-nal, igy a haromszdg a oldallal szemkozti a szdgére a kdvetkezd
egyenletet kapjuk:

(sina)3 + (cosa)® =1



Ez viszont nem lehetséges, mert 0 <sina, cosa <1, és igy (sina)3+ (cosa)® <
(sina@)? + (cosa)? = 1. Tehat nincs olyan derékszogli haromszog, amely megfelel a
feltételnek.

12. évfolyam

1. Hatarozzuk meg az m paraméter 0sszes olyan egész értékét, amelyre a

2%% £ MX+2m+2
>1

X2 +2mx+2m? +1
egyenldtlenség minden valos X esetén teljesiil.

Megoldas
A bal oldali tort nevezdje barmely valds X esetén pozitiv, ugyanis

X2 +2mx + 2m? +1=(x+m)2+m2+1>0.

Ebbdl kovetkezden az egyenl6tlenség irdny nem valtozik, ha mindkét oldalt megszorozzuk a
nevezdvel. Beszorzas és 0-ra rendezés utan kapjuk:

x2 —mx—2m? +2m+1>0.
Mivel ennek az egyenlétlenségnek minden valds X esetén teljesiilnie kell, ezért a bal oldali
masodfoku kifejezés diszkriminansdnak negativnak kell lennie. Felirva a diszkrimindnst,
ekvivalens atalakitasok utan kapjuk, hogy

9m? -8m-4<0.

4-2413 _4+2V13
9 % 9

A bal oldal zérushelyei: m; = . Az eredeti egyenlOtlenség tehat akkor

2

4—2\/1_3<m<4+2\/1_3

teljesiil minden valds X esetén, ha . Mivel m megfeleld egész értékeit

keressiik, és csak az m=0 és az m=1 teljesiti a feltételeket, ezért ez a két érték a megoldas a
feladatra.

2. Az ABC hegyesszogii haromszdg BC oldalanak felezOmerdlegese a haromszog koré irhatd
kor A csucsot nem tartalmazé BC ivét A -ben metszi. Hasonlé6 médon kapjuk a B; és C;

pontokat. Legyen O a haromszog beirhato korének kdzéppontja. Az OB és az AC; szakaszok
metszéspontja P, az OC és az A B; szakaszok metszéspontja Q, az OA és a B,C; szakaszok

metszéspontja pedig R. Bizonyitsuk be, hogy a PQR hiromszég hasonld az eredeti ABC
haromszoghoz.

Megoldas
Tekintsiink egy, a feltételeknek megfeleld abrat.



A feltételeknek megfeleléen A, By, C; a megfeleld ivek felez6pontjai. Az ABC haromszog

belsd szogfelezoi a keriileti szogek tételébol adoddan szintén illeszkednek a szemkozti oldalhoz
tartoz6 iv felezOpontjara, azaz rendre az A, By, C; pontokra.

Jelolje az ABC haromszog szdgeit a szokdsoknak megfelelden a, B, y. Belatjuk, hogy a PQR
haromszog szogei rendre megegyeznek az ABC haromszog szogeivel.
Az azonos iven nyugvo keriileti szogek egyenléségét felhasznalva kapjuk, hogy az ACQ

oty

haromszog két szoge: QA&C<)::%, ACQ«x = . Mivel ezek 0Osszege 90°, ezért

CQA < =0QA <« =90°. Hasonl6 gondolatmenetet alkalmazva az A PB haromszogre kapjuk,
hogy APB<t=0PA<«=90°. Ez viszont a hurnégyszogek tételének megforditasa alapjan azt
jelenti, hogy az OPAQ négyszog hurnégyszog. Ezt és a kertileti szogek tételét alkalmazva

kapjuk, hogy PQO< = PAO<«=C/AAx=C,CAx= % :

Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk, hogy B|ROQ négyszog is hurnégyszog, amibdl kovetkezik

a kerileti szogek tételét tobbszor alkalmazva, hogy OQR{zg. Ezek szerint a PQR

haromszogben PQR<x=7.

A POR haromszog masik két szogérdl ugyanilyen modon belathato, hogy azok a-val, illetve -
val egyenldk. Ezzel belattuk a feladat allitasat.

Megjegyzés: A bizonyitasbol az is kideriil, hogy a két hasonl6 haromszog megfeleld oldalai
parhuzamosak.

3. Melyek azok a kétjegyli pozitiv egész szamok, amelyek négyzetébdl levonva a szamjegyek
felcserélésével kapott kétjegyli szam négyzetét, pozitiv négyzetszamot kapunk?

Megoldas
Keressiik a megfeleld kétjegyli szamokat ab=10a+b alakban. A feltétel szerint
(10a+b)* —(10b+a)* =k?,
ahol k pozitiv egész szam. A négyzetre emeléseket elvégezve és a bal oldalt szorzatta alakitva
kapjuk a



9-11-(a-b)-(a+b)=k?
egyenletet.
Mivel 9 négyzetszam, ezért 11(a—b)(a+b)-nek is négyzetszamnak kell lennie. Figyelembe
véve, hogy a és b pozitiv szamjegyek, harom lehetéségiink van.
1. a+b=11, a-b=1. Ebbol a=6, b=5, é ez valéban megoldas, ugyanis
652 — 562 =1089 = 337,
2. a+b=11, a—b=4. Ez az eset nem lehetséges, mert a+b és a—b paritasa nem egyezik
meg.
3. a+b=11, a—b=9. Ez az eset sem valosulhat meg, ugyanis két pozitiv szamjegy

kiilonbsége kisebb 9-nél.
Az egyetlen megoldas tehat a 65.

4.Az X% + y2 —4Xx-8y+p=0¢és X2 + y2 —24x-16y +q =0 egyenletii korok kiviilrél érintik
egymast. E két korhoz a P(6; 0) pontbol huzhatd érinték ugyanakkora szoget zarnak be
egymassal. Szamitsuk ki a két kor sugarat.

Megoldas
A két kor egyenlete atrendezve:
(x—2)° +(y—4)" =20 p &s (x—12)° +(y—8)° =208—q.
Innen Oy(2; 4), K =420-p, O,(12; 8), r, =,/208—q. Mivel a két kor kiviilrl érinti
egymast, ezért +1, =00, = J116 .
Ha egy P pontbdl az egyik korhoz hizott érintdk hajlasszoge megegyezik a masik korhoz hiizott

érintdk hajlasszogével, akkor e szogek fele is egyenld egymassal, azaz az alabbi abran lathato
eset valosul meg.

A PO,E; és PO,E, derékszogili haromszogek hasonlok, ezért

h_ B
OP OP

Mivel O,P = W2, O,P =10 és r; +r, =+/116 , ezért a megfeleld behelyettesitések utan kapjuk

458 _ 10v29
54242 % 5122

a keresett sugarakat: r, =



5. Egy haromszogben az oldalak hossza a, b, ¢, a koré irt kor sugara R. Mekkora a haromszog
teriilete, ha R-(a+b)=c-va-b, és a leghosszabb oldal hossza 1?

Megoldas
A haromszog oldala, az oldallal szemkozti szoge és a koré irt kor sugara kozotti 6sszefiiggés
szerint ¢ =2Rsiny. Ebbdl fejezziik ki R-t, és irjuk be a feltételi egyenletbe:

c(a+tb) . b
2siny
ahonnan

a%bzsiny-\/%.

Kozismert tény, hogy aT-'_b >/ab, és egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha a=b. Ez

alapjan a feltétel atalakitasaval kapott egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha a=b és siny=1,
azaz y=90°.
Kaptuk, hogy a haromszog egyenld szart és derékszogi, leghosszabb oldala az atfogoja (c), és

ennek hossza 1. igy a teriilet
r(Lyin
2) 2 4

6. lgaz-e, hogy minden pozitiv egész n esetén van 2n+1 darab egymast kdvetd természetes
szam, hogy ezek kozil az els6 n+1 darab négyzetének Osszege egyenld az ezeket kovetd n
darab négyzetének dsszegével? (A valaszt indokolni kell.)

Megoldas

A kérdésre a valasz: igaz.

Legyen n tetszdleges pozitiv egész szam és a 2n+1 darab egymast kovetd természetes szam
koziil a kozeépsot jeldlje a. Ezzel a négyzetdsszegre vonatkozo feltétel:

(a—n)? +(a—(n—1))2 +..+a%=(a+1)’ +(a+2)° +..+(a+n)’.
A négyzetre emelések, a lehetséges Osszevondsok, a mindkét oldalon eléforduld tagok

elhagyasa ¢€s egyszertiisités utan az elsé n darab pozitiv egész Osszegére vonatkoz6 formulat
alkalmazva kapjuk, hogy

n-(n+1)

a=4-(1+2+..+n)=4- =2n-(n+1)=2n+2n,

Kaptuk, hogy tetszdleges pozitiv egész n esetén a megfelel6 2n+1 darab egymast kovetd

természetes szam: 2n° +n; 2n° +n+1L ... 2n%>+2n; ...; 2n® +3n.
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